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ABSTRAK
Suatu gelanggang R disebut gelanggang Noetherian jika memenuhi sifat :
1. Setiap himpunan tak kosong dari ideal R memuat elemen maksimal dalam R
2. Setiap ideal dari R dibangun berhingga
3. Ideal kiri dan kanannya memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain condition).
Pada sisi lain, gelanggang R dapat diperluas menjadi gelanggang lain yang memuat R, misal :
1. R[x],  gelanggang polynomial
2. R[[x]],  gelanggang Formal Power Series
3. R[x,σ],  gelanggang polinom miring
Pada skripsi ini, akan diteliti sifat-sifat apa yang dimiliki oleh gelanggang Noether R. Lebih lanjut,
apakah sifat-sifat yang berlaku pada R juga berlaku pada gelanggang perluasannya, yaitu R[x],
R[[x]], R[x,σ].
ABSTRACT
A ring R is called Noetherian ring if it satisfied the following properties :
1. Every nonempty set of maximal ideal of R contains the elements in R
2. Every ideal of R is finitely generated
3. Ideal left and right is ascending chain condition
On the other hand, the ring R can be expanded into other arenascontaining R, eg :
1. R[x], polynomial ring
2. R[[x]], formal power series ring
3. R[x,σ]], the polynomial ring oblique
In this thesis, will be investigated what properties owned by Noether ring R, furthermore, if the
properties that apply to the R also applies to ring expansion, ie R[x], R[[x]], R[x,σ].
I. PENDAHULUAN
Gelanggang adalah salah satu objek yang dipelajari dalam aljabar abstrak, salah satu cabang
ilmu matematika. Dalam ilmu matematika gelanggang memiliki peranan yang sangat besar.
Mengapa demikian, objek seperti himpunan bilangan riil (ℝ), himpunan bilangan kompleks (ℂ),
himpunan bilangan rasional (ℚ), serta himpunan bilangan bulat (ℤ), dengan operasi penjumlahan dan
perkalian merupakan contoh dari gelanggang.
Dalam stuktur aljabar telah dipelajari pengertian awal tentang teori gelanggang dan
beberapa sifatnya. Salah satu pengembangan dari teori gelanggang yaitu gelanggang Noetherian.
Gelanggang Noetherian memiliki    sifat-sifat yang memiliki keterkaitan dengan gelanggang-
gelanggang lain.
Pada Tugas Akhir ini akan dibahas sifat gelanggang Noetherian dan kaitannya dengan
gelanggang-gelanggang lain (perluasannya), dalam hal ini gelanggang R[X], R[[x]], dan R[x,σ].
II. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Gelanggang
Himpunan R tak kosong disebut gelanggang jika didalam R terdapat 2 operasi (umumnya
disimbolkan (+) dan (.)) sedemikian sehingga belaku :
1. Tertutup  terhadap  penjumlahan (+)
2. Assosiatif  terhadap  penjumlahan (+)
3. Adanya  unsur  satuan  atau  identitas  terhadap  penjumlahan (+)
4. Adanya unsur balikan atau invers terhadap penjumlahan (+)
5. Komutatif terhadap penjumlahan (+)
6. Tertutup terhadap perkalian (.)
7. Assosiatif terhadap perkalian (.)
8. Distributif perkalian (.) terhadap penjumlahan (+)
Contoh : Himpunan bilangan real ℝ dengan operasi penjumlahan (+) dan operasi perkalian (.) yang
sudah dikenal membentuk gelanggang.
2.2 Sub Gelanggang
Misalkan ( , + ,. ) gelanggang dan ≠ ∅ himpunan bagian .
dikatakan subgelanggang dari , jika ( , + ,.) adalah gelanggang.
Teorema  :
Misalkan adalah gelanggang dan adalah himpunan bagian dari .
subgelanggang dari jika dan hanya jika :1. ≠ ∅2. ( – ) ∈ , untuk setiap , ∈
3. ∈ , untuk setiap , ∈ .
2.3 Ideal
Subgelanggang-subgelanggang dari suatu gelanggang mempunyai peranan yang mirip
dengan subgrup normal dalam suatu grup. Subgelanggang yang peranannya mirip subgroup normal
disebut ideal.
Definisi : Misal adalah suatu gelanggang dan adalah sub gelanggang, maka dikatakan Ideal
jika untuk ∀ ∈ dan ∀ ∈ berlaku ∈ dan ∈ .
2.4 Kondisi Rantai Naik (Ascending Chain Condition)
Sebuah poset (partially ordered set) (≤) memenuhi kondisi rantai naik (ascending chain
condition) jika setiap barisan naik dari elemen akhirnya berakhir, atau dengan kata lain unsur-unsur
barisan tersebut berhingga. Definisi formal kondisi rantai naik adalah
Diberikan barisan :≤ ≤ ≤ ⋯,
Maka terdapat bilangan bulat sehingga= = = ⋯.
2.5        Finitely Generated
Misalkan = ( ,… , ), dan ∈ , jika anggota ∈ bisa ditulis sebagai kombinasi
linear dari unsur-unsur  pembangun J, yaitu terdapat , … ,= + ⋯+ ,
maka dikatakan J dibangun berhingga.
2.6        Gelanggang Polinomial
Sebuah fungsi disebut polinomial jika ( ) = + +⋯+ +
dengan n adalah bilangan bulat tak negatif dan bilangan , , , … , adalah konstanta
yang disebut koefisien polinomial.
Himpunan dari semua polinomial dengan koefisien-koefisien dari gelanggang R dengan
peubah ditulis R[ ]. Himpunan polinomial di R[ ] membentuk sebuah gelanggang, yaitu
gelanggang polinomial R[ ].
2.7         Gelanggang Noetherian
Gelanggang Noetherian adalah sebuah gelanggang dimana setiap himpunan tak kosong
dari idealnya adalah elemen maksimal.
Suatu gelanggang adalah Noetherian jika dan hanya jika memenuhi  kondisi rantai naik
(ascending chain condition) diantara semua ideal kiri dan kanannya.
Teorema : kondisi di bawah berlaku ekuivalen
1. R adalah Noetherian
2. Setiap himpunan tak kosong dari ideal R memuat elemen maksimal didalam R. yaitu
terdapat ∈ sedemikian sehingga untuk setiap ∈ , ≤
3. Setiap ideal dari R dibangun berhingga.
III. Hasil Dan Pembahasan
3.1 Gelanggang Noetherian
Teorema : kondisi di bawah berlaku ekuivalen
1. R adalah Noetherian
2. Setiap himpunan tak kosong dari ideal R memuat elemen maksimal dalam R.
3. Setiap ideal dari R dibangun berhingga.
Bukti :
1 ⟹ 2. Asumsikan R adalah Noetherian, dan ambil subhimpunan S di dalam ideal R. pilih ∈ ,
Jika elemen maksimal dari S maka point 2 terpenuhi, jadi asumsikan bukan elemen
maksimal. Jadi terdapat juga ∈ , sedemikian sehingga ⊆ . Jika elemen maksimal di
S, maka point 2 terpenuhi. Jadi dapat di asumsikan terdapat ∈ , sehingga ⊆ . Dari proses
di atas, jika 2 salah, maka akan dihasilkan barisan rantai naik tak berhingga ⊆ ⊆ ⊆ ⋯,
sehingga kontradiksi dengan diketahuinya R adalah Noetherian.2 ⟹ 3.  Asumsikan point 2 terpenuhi dan misalkan I adalah suatu ideal di R. Misalkan S adalah
kumpulan semua ideal yang dibangun berhingga dari I. karena 0 ∈ , maka tak kosong. Karena
point 2, maka memuat elemen maksimal, misalkan ’. jika ≠ , ambil ∈ − ′, karena ∈
, maka ideal ′ terbangun berhingga berdasarkan asumsi awal. Sebab itu juga ′ membangun ideal
dan dibangun berhingga. Jadi = ′ terbangun berhingga, hal ini kontradiksi dengan
kemaksimalan dari ′.
3⟹1.  Asumsikan point 3 terpenuhi, dan ambil sebuah rantai ⊆ ⊆ ⊆… ideal dari R. ambil
J, dimana = ⋃ sehingga J adalah ideal. Berdasarkan point 3, J dibangun berhingga oleh,
katakan , , … , . ∈ Untuk setiap , terletak di salah satu ideal pada rantai, katakan .
Pilih = max( , , … , ), maka ∈ untuk setiap ,  dengan kata lain ⊆ , sehingga
berlaku = = untuk setiap ≥ . Point 1 terbukti.
Contoh Gelanggang Noetherian :
Gelanggang ℤ merupakan contoh gelanggang Notherian karena idealnya memenuhi kondisi rantai
naik (ascending chain condition).
Bukti :
Untuk menunjukkan ℤ adalah Noetherian, di ambil suatu barisan naik⊆ ⊆ ⊆ ⋯ ⊆ ℤ
Setiap ideal adalah ideal terbentuk dari sebuah elemen ≥ 0 dan  kondisi ⊆ sama saja
bila dikatakan habis dibagi , dan karena habis dibagi maka ≤ , sehingga≥ ≥ ≥ ⋯
Barisan tersebut terbatas di bawah, dengan batas bawah 0. Karena barisan tersebut terbatas bawah
di 0, maka barisan tersebut pasti berhenti pada sebuah titik yang sama (konstan). Sehingga == ⋯, dengan kata lain dapat dikatakan = = ⋯
Sehingga ℤ memenuhi ascending chain condition di antara ideal-idealnya, terbukti ℤ adalah
Noetherian.
Dalam pembuktian diatas, gelanggang ℤ adalah jenis gelanggang komutatif, dikarenakan ideal ℤ
yang sama, baik ideal kiri ℤ sama dengan ideal kanannya.
Contoh Gelanggang Tidak Noetherian :
Karena terdapat gelanggang yang memenuhi kondisi Noetherian, maka terdapat juga
gelanggang yang tidak memenuhi gelanggang Noetherian.
Misalnya = {( , , , … )| ∈ ℤ}
Dengan operasi penjumlahan( , , , … ) + ( , , , … ) = ( + , + , + ,… )
Dan operasi perkalian( , , , … ). ( , , , … ) = ( , , , … )
Di definisikan ideal-ideal= {( , 0,0, … )| ∈ ℤ}= {( , , 0,0, … )| , ∈ ℤ}= {( , , , 0,0, … )| , , ∈ ℤ}= {( , , , … , 0,0, … )| ∈ ℤ}
sehingga,≠ ≠ ≠ ⋯ ≠ ≠ ≠ ⋯
Barisan ideal gelanggang R diatas adalah barisan tak berhingga, sehingga gelanggang R tidak
memenuhi kondisi Noetherian.
3.2 Sifat-Sifat Gelanggang Noetherian
Gelanggang Noetherian memiliki beberapa sifat-sifat yang penulis tertarik untuk menelitinya,
berikut beberapa sifat dari gelanggang Noetherian :
1. Jika gelanggang R merupakan gelanggang Noetherian, maka R[x] juga gelanggang Noetherian
2. Jika gelanggang R merupakan gelanggang Noetherian, dan R[x] gelanggang Noetherian, maka
R[[x]] juga merupakan gelanggang Noetherian.
3.3 Definisi Gelanggang Perluasan Dari Gelanggang Notherian
3.3.1 R[x] Adalah Gelanggang Notherian
3.3.1.1 Definisi R[x]
Didefenisikan R adalah sebuah gelanggang, sebuah polinomial di dengan koefisien di R,
diekspresikan dalam bentuk + +⋯+ +
Dimana ≥ 0 adalah integer dan ∈ = 0,… , .
3.3.1.2 Bukti R[x] Gelanggang Notherian
Theorem 5.1 (Hilbert basis theorem) Misalkan I adalah ideal dari [ ]. Ada polinomial dengan
bentuk, misal
- 4 + 3 + ⋯
- −5 + 2 +⋯
- 7 + 2 + ⋯
Himpunan dari leading koefisien polynomial (4,-5,7) yang juga memuat 0 disebut
i) Akan ditunjukkan adalah ideal dari
Bukti :
Kita ambil , ∈
Karena ∈ maka ada polinomial ( ) = +
Karena ∈ maka ada juga polinomial ( ) = +
Misalkan, , ∈ . Karena I ideal maka + ∈ . Karena dan memuat polynomial, maka+ sama dengan, ( + ) + ( + )
Atau, ( + ) +
Dimana + juga ∈ . jadi karena ( + )adalah koefisien, maka ( + ) ∈ .
ii) Akan ditunjukkan ⊆
Jika ∈ maka I memuat polynomial ( ) = + karena ∈ [ } dan I
ideal maka ( ) = + atau sama dengan ( ) = + ,
jadi ∈ . Dengan demikian, diperoleh barisan naik ⊆ ⊆ ⊆ ⋯. Karena R
Noetherian maka barisan naik ini akan berhenti pada suatu titik , dengan kata lain = =⋯.
Untuk = 0,… , misalkan adalah generator untuk ideal . Misalkan ∈ dalah
polinomial derajat dengan leading koefisien
iii) Polinomial untuk = 0,… membangun I sebagai ideal dari R[x].
Akan dibuktikan hal ini dengan menggunakan induksi pada . Jika ( ) sama dengan
polinomial dalam I dengan derajat maka ( ) sama dengan polinomal  derajat kurang dari dan
kombinasi linear dari . Untuk membuktikan hal ini diperhatikan 2 kasus.
Kasus 1.
Misalkan bahwa > . Dalam kasus ini ( ) = + ⋯. Karena ∈ = maka
terdapat ∈ sedemikian sehingga = ∑ . Hal ini berarti bahwa ∑ ( ) = +⋯.
Jadi, ( ) − ∑ ( ) ∈ dengan derajat <
Kasus 2.
Misalkan bahwa ≤ maka dengan argument yang sama dengan diatas, disimpulkan
terdapat ∈ sedemikian sehingga ( ) − ∑ ( ) ∈ Idengan derajat < . Hal ini
membuktikan polynomial untuk = 0,… membangun I, dan hal ini melengkapi pembuktian
teorema.
3.3.2 R[[x]] Adalah Gelanggang Notherian
3.3.2.1 Definisi R[[x]]
Didefenisikan R sebuah gelanggang, sebuah polynomial di x dengan koefisien di R diekspresikan
dalam bentuk : …+ + +⋯+ +
Dimana ≥ 0 adalah integer dan ∈ = 0,… , .
3.3.2.2 Bukti R[[x]] Gelanggang Notherian
Misalkan = [| |], dan misalkan adalah ideal dari . Akan ditunjukkan bahwa dibangun
berhingga.
Misalkan adalah ideal dari R, dimana dibentuk dari leading koefisien dari = ++⋯ , saat dilanjutkan, dapat dikatakan ∩ ( ), maka dapat dikatakan ⊆ ⊆⊆ ⋯.
Untuk setiap dipilih pembangun misalkan , , … kemudian dipilih ∈ ∩ ( ) yang
mempunyai sebagai koefisien dari . Pilih ∈ ∩ ( ) yang mempunyai sebagai
koefisien dari . Pilih ∈ ∩ ( ) yang mempunyai sebgai koefisien dari . Akan
ditunjukkan , , … , membangn ideal .
Untuk ( ) ∈ .
Dapat diambil kombinasi linear dari := + +⋯+
sedemikian sehingga ( ) − ∈ ∩
karena ( ) ∈ , , , … , ∈ , maka ( ) − ∈ ∩ adalah polinomial tanpa
konstanta.
Dapat diambil kombinasi linear dari= + +⋯+
sedemikian sehingga( ) − − ∈ ∩ .
Seterusnya untuk kombinasi linear dari= + +⋯+
sedemikian sehingga( ) − − − ∈ ∩ .
Seterusnya untuk ( ) = + +⋯+
sedemikian sehingga ( ) − − − −⋯− ∈ ∩ .
Kemudian dengan cara yang sama untuk , …, untuk ≥ , dapat dituliskan=
Dan untuk setiap dapat dituliskan ℎ = ∑ ∈ , sehingga= +⋯+ + ℎ
3.4.3. R[x,σ] Adalah Gelanggang Notherian
Berdasarkan Theorem 1.14 (Goodreal K.R,Warfield R.B, 1989), yaitu
Misalkan merupakan automorpisma dari gelanggang R dan = [ ; ]. Jika R adalah
Noetherian kanan(kiri), maka S juga Noetherian. dalam teorema di atas  diubah menjadi , hal
ini tidak mengubah theorema.
3.4.3.1 Bukti R[x,σ] Gelanggang Notherian
Kasus I.
Pertama diasumsikan R adalah Noetherian kanan dan buktikan ideal kanan I dari S terbangun
berhingga.
Step 1.
Misalkan J himpunan dari koefisien utama dari polynomial elemen I.= { ∈ | + +⋯+ ∈ , , … , ∈ }
Akan ditunjukkan J adalah ideal kanan dari R.
Ambil ∈ dan ∈ , karena ∈ , maka ada  polynomial( ) = + ∈
Karena I ideal maka ( ). ∈ .
Karena adalah automorphisma maka terdapat inversnya ( )( ) ∈
Karena I ideal kanan, maka perkalian polinomialnya adalah( ). ( ) ∈= [ + ]. ( ) ∈= ( ). + ∈= ( ) + ∈= + ∈
Karena + ∈ maka ∈ . J adalah ideal kanan dari R
Step 2. = { ∈ | + +⋯+ ∈ , , … , ∈ }
J dibangun berhingga, missal J dibangun oleh ( , … , ).
Ada polynomial :( ) = + ∈( ) = + ∈( ) = + ∈
Dipilih = ( ,… , )( ). ∈( ). ∈( ). ∈
Dari polinomial diatas dilihat ( ), ( ), ( ) berderajat , berbeda dengan plinomial awal saat( ) belum dikali dengan (berderajat ), sehingga dapat dimisalkan ( ) berderajat
untuk setiap , atau bisa ditulis = + untuk setiap .
Step 3. = + +⋯+
Karena R Noetherian kanan dan automorphisma maka,= + +⋯+ = + +⋯+
Sehingga N adalah R-submodul dari S dan N dibangun berhingga, dengan pembangun{ , … , }.
Corollary 1.4. Jika R adalah Noetherian kanan maka semua R-modul yang dibangun berhingga
adalah Noetherian. (Goodreal K.R,Warfield R.B, 1989, An Introduction To Noncommutative
Noetherian Ring).
Karena N dibangun berhingga dan N adalah R-submodule dari S maka N adalah Noetherian. Sebab
itu ∩ juga dibangun berhingga. Misalkan , … , pembangun ∩ .
Step 4.
Misalkan ideal dari S, dan dibangun oleh , … , , , … , oleh karena itu,⊂ , karena , … , ∈ dan , … , ∈ .
Selanjutnya akan ditunjukkan ⊆
Misalkan ∈ dengan deg( ) < , ∈ ∩ dimana = +⋯+ untuk setiap ∈ ,∈ , sehingga ⊆ . Karena ⊆ dan ⊆ , maka =
Step 5.
Tinjau ∈ dengan deg( ) ≥ , dan andaikan semua anggota dari dengan deg( ) <
terletak di .
Misalkan adalah leading koefisien dari , maka= +
Karena ∈ , maka r ∈ ,  sehingga = +⋯+ untuk ∈ . Selanjutnya akan
dikonstruksikan suatu anggota dengan derajat dan leading koefisien .( ) = +
Untuk setiap .
Maka jika = ( ) + ⋯+ ( ) , ∈ dan = +
Karena dan ∈ , maka − ∈ . Dapat dilihat bahwa deg( − ) < , dengan demikian
berdasarkan hipotesis dihasilkan − ∈ , oleh karena itu ∈ . Jadi ⊆ .
Dari tahap 4 dan 5 diperoleh = . Karena dibangun oleh , … , , , … , , maka dibangun
berhingga.
IV.Kesimpulan Dan Saran
4.1 Kesimpulan
Adapun beberapa kesimpulan dari penulisan tugas akhir ini adalah :
1. Jika gelanggang R adalah gelanggnag Noetherian, maka gelanggang [ ] juga merupakan
gelanggang Noetherian.
2. Jika gelanggang R adalah gelanggang Noetherian, maka gelanggang [[ ]] juga merupakan
gelanggang Noetherian.
3. Jika gelanggang R adalah gelanggang Noetherian, maka gelanggang [ , ] juga merupakan
gelanggang Noetherian.
4.2 Saran
Adapun saran dari penulis, pembahasan mengenai perluasan gelanggang Noetherian masih
terbuka bagi peneliti lain untuk melanjutkan penelitian ini dan bias juga mengadakan penelitian
yang sejenis tapi pada jenis gelanggang lainnya.
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